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Введение. В статье рассматривается простейшая дифференциальная игра с четырь-
мя участниками. Игроки перемещаются на плоскости и совершают простое дви-
жение. Рассматриваемая игра сводится к кооперативной дифференциальной игре. 
Показывается динамическая устойчивость таких принципов оптимальности, как  
С-ядро и вектор Шепли.
Материалы и методы. Для анализа и решения кооперативной дифференциальной 
игры применяются стандартные процедуры кооперативной теории игр. Условно-оп-
тимальные траектории, вдоль которых осуществляется движение игроков, находят-
ся с использованием принципа максимума Понтрягина. При построении характери-
стической функции используется минимаксный подход.
Результаты исследования. В явном виде выписаны оптимальные управления (стра-
тегии) игроков, а также условно-оптимальные траектории их движения при раз-
личных способах образования коалиций. Характеристическая функция построена 
в соответствии с принятым принципом максимина, а в качестве решения рассматри-
ваются С-ядро и вектор Шепли. В явном виде выписаны компоненты вектора Ше-
пли, показана принадлежность вектора Шепли С-ядру, а также непустота С-ядра при 
движении игроков вдоль оптимальной траектории. Используя результаты статиче-
ской кооперативной теории игр при исследовании дифференциальных игр, исследо-
ватели сталкиваются с проблемами, которые связаны со спецификой дифференци-
альных уравнений движения. В качестве первоочередной здесь выступает проблема 
динамической устойчивости рассматриваемых принципов оптимальности. В работе 
показывается динамическая устойчивость вектора Шепли и С-ядра.
Обсуждение и заключение. Результаты, полученные в ходе проведенного исследова-
ния, показывают целесообразность анализа динамической устойчивости рассматри-
ваемых принципов оптимальности.
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Introduction. The article presents a simplest differential game with four participants. The 
players move on a plane and can do simple movements. The game under considering 
comes down to a cooperative differential game. The dynamic stability of such optimality 
principles as the S-kernel and Shapley vector is shown.
Materials and Methods. The standard procedures of the cooperative game theory are ap-
plied to the analysis and decision of a cooperative differential game. The conditional and 
optimum trajectories, along which the players move, are found using the Pontryagin’s 
maximum principle. When constructing the characteristic function, the minimax approach 
is used.
Results. The optimum strategy of the players, conditional and optimum trajectories of 
their movements at various ways of formation of coalitions are written out explicitly. The 
characteristic function is constructed according to the accepted max-min principle; the 
S-kernel and Shapley vector are considered as a decision. The components of the Shap-
ley vector are written out explicitly; the fact that the Shapley vector is an element of the  
S-kernel and nonemptiness of the S-kernel, when the players are moving along an opti-
mum trajectory, are shown. Using the results of the static cooperative game theory for 
researching differential games, we face the problems, which are connected with specifics 
of the differential equations of the movement. As a priority, the problem of the dynamic 
stability of the optimality principles under consideration is identified. In the work, the 
dynamic stability of the Shapley vector and S-kernel is shown.
Discussion and Conclusion. The results of the research show that the analysis of the 
dynamic stability of the optimality principles considered is relevant.Keywords: simple 
movement, characteristic function, sharing, optimum trajectory, stability of the decision, 
S-kernel, Shapley’s vector
For citation: Shiryaev V.D., Shagilova E.V. A Simplest Differential Game on a Plane with 
Four Participants. Inzhenernyye tekhnologii i sistemy = Engineering Technologies and Sys-
tems. 2019; 29(1):000–000. DOI: https://doi.org/10.15507/0236-2910.029.201901.000-000

Введение
Процессы преследования являются 

типичными примерами дифференци-
альных игр. Различные методы пове-
дения сторон в конфликтных ситуаци-
ях со многими участниками и в играх 
с неполной информацией моделируют-
ся прежде всего на примерах простого 
преследования. Несмотря на внешнюю 
простоту постановки, многие задачи 
простого преследования сами по себе 
являются серьезными математически-
ми проблемами.

Одним из подходов к изучению та-
ких дифференциальных игр является 
использование кооперативной теории, 
когда они рассматриваются как коопера-

тивные дифференциальные игры. С уче-
том того, что движения игроков описы-
ваются дифференциальными уравнени-
ями, возникает вопрос об устойчивости 
(состоятельности во времени) рассма-
триваемых принципов оптимальности. 
Отказ от данной концепции содержит 
в себе возможность отклонения от пер-
воначально выбранного оптимального 
поведения в состояниях, в которых по-
является новое оптимальное решение, 
не являющееся таковым в первоначаль-
ном смысле, что приводит к нарушению 
устойчивости процесса в целом.

В статье рассматривается простей-
шая дифференциальная игра с четырь-
мя участниками. Игроки совершают 
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простое движение1 [1–2], т. е. переме-
щаются на плоскости с ограниченной 
или постоянной по величине скоро-
стью, при этом направление движения 
может меняться произвольным обра-
зом. Исследуется неантагонистическая 
кооперативная дифференциальная игра 
четырех лиц Γv z T t0 0, −( ) из начально-
го состояния z0  и продолжительностью 
T ‒ t0. Уравнения движения имеют вид:

z u u u u
⋅

= + + +1 2 3 4,           (1)
z t z0 0( ) = .                  (2)

В равенстве (1) z z x y u u ui i i= ( ) = ( )( ) ( ); ; ., ,1 2  
z z x y u u ui i i= ( ) = ( )( ) ( ); ; ., ,1 2  u i Ni ≤ ∈ ={ }1 1 2 3 4, , , ,  .

Функция выигрыша игрока i опре-
деляется следующим образом:

K z t h z t dtt z
i

i
t

T

0 0

0

, ( )( ) = ( )( )∫ ,

где z t z t t u u u u( ) = ( ), , , , ,     0 1 2 3 4  –  
решение системы (1)–(2) при допу-
стимых управлениях u1, u2, u3, u4, 
h z t a x t b y t c a b c const a b c a bi i i i i i i i i i i i( )( ) = ( ) + ( ) + = ≥ +, , , ; , , ,0 2 22 2 0+ ≠ ∈c i Ni , . 

h z t a x t b y t c a b c const a b c a bi i i i i i i i i i i i( )( ) = ( ) + ( ) + = ≥ +, , , ; , , ,0 2 22 2 0+ ≠ ∈c i Ni , .
Обзор литературы
Задачи простого преследования 

рассматривались в ряде работ2; 3 [1–5]. 
Так, в исследованиях Л. А. Петросяна, 
В. Д. Ширяева и Р. Р. Бикмурзиной4 [1; 2] 
решение задачи было найдено в предпо-
ложении о том, что очередность встреч 
выбирается в начальный момент вре-
мени (программно), а игроки движутся 
по прямым линиям. В статье Т. Г. Абра-

мянц, В. П. Маслова и Е. Я. Рубиновича 
[4] рассмотрены возможности выбора 
очередности встреч как программно, так 
и позиционно, а в работе И. И. Шевчен-
ко [5] приведено решение поставленной 
задачи с использованием подхода Р. Ай-
зекса. В исследовании В. Д. Ширяева, 
Н. М. Куляшовой и О. О. Виноградова5 
при решении задачи в основном исполь-
зовались геометрические методы. При 
изучении таких игр часто используется 
методология кооперативной теории игр6 
[6–8]. В качестве принципа оптимально-
сти в основном рассматривается С-ядро. 
Однако вопрос исследования выбранно-
го принципа оптимальности осложняет-
ся тем, что в таких задачах необходимо 
учитывать его динамическую устойчи-
вость.

Впервые понятие динамической 
устойчивости решений в дифференци-
альных играх как с интегральными, так 
и с терминальными выигрышами ввел 
Л. А. Петросян [6; 9–11]; он же пред-
ложил и пути преодоления динамиче-
ской неустойчивости принципов опти-
мальности [8; 10–13]. Несколько позже 
в западных странах независимо от вы-
шеназванных исследований возник ин-
терес к указанным вопросам, и пробле-
ма получила название «time-consistency 
problem» (проблема состоятельности во 
времени) [14–16]. Однако в большинст-
ве случаев подобный интерес ограни-
чивался лишь констатацией проблемы, 
и в упомянутых работах не рассматри-
вались вопросы, связанные с решением 
вопроса несостоятельности во време-

1 Ширяев В. Д., Бикмурзина Р. Р. Простое преследование на плоскости с четырьмя участника-
ми // В мире науки и инноваций : сб. науч. ст. междунар. науч.-практ. конф. В 3 ч. Ч. 3. Уфа : АЭТЕР-
НА, 2016. С. 6–8.

2 Ширяев В. Д., Куляшова Н. М., Виноградова О. О. Геометрический подход к решению игр 
простого преследования со многими участниками. Деп. ВИНИТИ № 1254 – В 98 от 22.04.1998 г. 26 с.

3 Ширяев В. Д., Бикмурзина Р. Р. Простое преследование на плоскости с четырьмя участни-
ками.

4 Там же.
5 Ширяев В. Д., Куляшова Н. М., Виноградова О. О. Геометрический подход к решению игр 

простого преследования со многими участниками. 
6 Ширяев В. Д., Нестерова Т. Н, Боткина И. А. Простейшая дифференциальная игра четырех 

лиц. Деп ВИНИТИ № 954 – В 2005 от 07.07.2005. 14 с.
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ни, что крайне важно для практических 
приложений.

Материалы и методы
В статье при переходе к рассмотре-

нию исследуемой дифференциальной 
игры с простым движением как коопе-
ративной дифференциальной игры при 
построении характеристической функ-
ции был предложен общепринятый 
принцип максимина. Для нахождения 
оптимальных траекторий и оптималь-
ных управлений (стратегий) игроков 
использовался принцип максимума 
Понтрягина. При исследовании С-ядра 
на устойчивость использовался явный 
вид условий непустоты игры четырех 
лиц.

Результаты исследования
Введем следующие обозначения:

u u u u u

j a a b b

S
j

i
j

i S
j
S

S
j

N S
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S i
i S
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( ) ( )

∈

( ) ( )
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= = +

= = =
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Вычислим значение характеристи-
ческой функции:
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Для нахождения v S T t z  ; ,−( )0 0  
воспользуемся принципом максиму-
ма [17]. Для рассматриваемой задачи 
H pu h z t  i

i

= − ( )( )
=
∑

1

4

.

Сопряженное уравнение примет вид:

p h z t h z t h z t h z t x
= ( )( )+ ( )( )+ ( )( )+ ( )( )[ ]′1 2 3 4 .

Т. к. рассматривается задача со сво-
бодным правым концом и, следователь-
но, p(T) = 0, то

p a t T b t TN N= −( ) −( ){ }; .

Тогда

H a t T u b t T

a t t u x b t t u
N N N

N N N N
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Итак, следует найти

max max
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Следовательно, 
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Аналогично находим, что
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если S i i N= { } ∈, , . 
Таким образом,

v N T t z t

a b T t T t t

a x b y c T t

N N

N N N

; ,− ( )( ) =
= + −( ) + −( ) +

+ + +( ) −( )
2 22 2

0

0 0 ;;



45

Vol. 29, no. 1. 2019 ENGINEERING TECHNOLOGIES AND SYSTEMS

Сomputer science, computer engineering and management

v i j l T t z t

a b T t T t t

a a b

ijl ijl

ijl N ij

, , ; ,{ } − ( )( ) =
= + −( ) + −( ) +

+
+

2 2 2

4 ll N

N N

ijl ijl ijl

b

a b
t t

a x b y c T t

2 2 0

0 0

+
−( ) +

+ + +  −( ) ;
v i j T t z t

a a b b a b t t

a x

ij N ij N N N

ij

, ; ,

/

{ } − ( )( ) =
= +( ) +( ) −( ) +


+

4 2 2
0

0 ++ +  −( )b y c T tij ij0 ;

v i T t z t

a b T t T t t

a a bb

a b
t

i i

i N i N

N N

{} − ( )( )=
=− + −( ) + −( )+

+
+

+

; ,

2 2

2 2

2

4 −−( )+ + +












−( )

≠ ≠ ∈

t a x b y c T t

i j l i j l N

i i i0 0 0 ,

, , , . 

Рассмотрим С-ядро (Сv(T-t0, z0)) дан-
ной игры.

Теорема 1

C T t z t t t Tv − ( )( ) ≠ ∅ ∈ [ ], , , . 0

Доказательство
Необходимым и достаточным усло-

вием непустоты С-ядра в игре четырех 
лиц является выполнение следующих 
неравенств7:

v v v v v N
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В нашем случае эти неравенства 

примут вид:
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Покажем справедливость этих нера-
венств.
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7 Ширяев В. Д. С-ядро в играх четырех лиц // Сборник научных трудов SWorld. 2013. Вып. 4, 
т. 4. С. 79–85.
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Аналогично доказывается, что
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Рассмотрим теперь вектор Шепли. 
Формулы для нахождения компонентов 
вектора Шепли примут вид:
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Подставляя значения v S T t z t; ,− ( )( ) 
в выражение (3), получим:
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В случае кооперативной диффе-
ренциальной игры характеристическая 
функция зависит от времени, поэтому 
решение кооперативной дифферен-
циальной игры изменяется в каждый 
момент времени. В связи с этим есте-
ственным является вопрос о динами-
ческой устойчивости рассматриваемых 
принципов оптимальности [6; 9–11].

Перейдем к формальному определе-
нию принципа динамической устойчи-
вости в игре Γv z T t0 0, −( ) .

Пусть z ⋅( )  – условно-оптималь-
ная траектория в игре Γv z T t0 0, −( ),  
Γv z t T t t t T( ) −( ) ≤ ≤, , ,0 0  – текущие 
игры с решениями W z t T t E z t T tv v( ) −( ) ⊂ ( ) −( ), , ,

W z t T t E z t T tv v( ) −( ) ⊂ ( ) −( ), , , где 

E z t T t

R v i z t T t i N

v n

n
i

( ) −( ) = = ( ){ ∈

∈ ≥ { } ( ) −( ) ∈

, , , ...,

, , , ,

ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ

1 2

ii
i N

v N z t T t= ( ) −( )
∈

∑ , , .

Предположим, что W z t T tv ( ) −( ) ≠ ∅,  
для всех t0 ≤ t ≤ T.

Определение 1 [6; 7; 11]
Дележ ξ ∈ −( )W z T tv 0 0,  бу-

дем называть устойчивым в игре 
Γv z T t0 0, −( ), если существует интег-
рируемая на [t0, T] вектор-функция β(t) 
и такая дифференцируемая на [t0, T] 
вектор-функция ξ (t), что дележ ξ пред-
ставим в виде:

ξ ξ ξ β τ τ τ= ( ) ( ) = ( ) ( )( )∫t t h z di i
t

t

i, , 
0

и для всех t t T∈ [ ]0,  существует такое 
подмножество ′ ( ) −( )W z t T tv ,  множе-
ства W z t T tv ( ) −( ), ,  что 

ξ t W z t T t W z T tv v( ) + ′ ( ) −( ) ⊂ −( ), , .0 0

Определение 2
Решение W z T tv 0 0, −( ) называется 

устойчивым, если устойчивы все вхо-
дящие в него дележи. В таком случае 
условно-оптимальная траектория z ⋅( ) 
называется оптимальной.

Данный способ реализации дележа 
зависит от выбора функции β(τ) и, сле-
довательно, является неоднозначным. 
Однако он обладает важным свойством: 
в каждый момент времени t t T∈ [ ]0,  
игроки ориентируются на один и тот же 
принцип оптимальности, придержива-
ются выбранного оптимального управ-
ления и поэтому не имеют оснований 
для нарушения ранее принятого согла-
шения.

В качестве решения W z T tv 0 0, −( ) 
рассмотрим С-ядро игры Γv z T t0 0, −( ),  
которое обозначим через C z T tv 0 0, −( ).  
Как было показано выше, 
C z t T t t t Tv ( ) −( ) ≠ ∅ ≤ ≤, , , 0  где z ⋅( ) –  
условно оптимальная траектория. Вы-
ведем необходимое условие динамиче-
ской устойчивости С-ядра C z T tv 0 0, −( ) 
в кооперативной дифференциальной 
игре с интегральными выигрышами.

Теорема 2
Для того чтобы С-ядро C z T tv 0 0, −( ) 

кооперативной дифференциальной игры 
Γv z T t0 0, −( )  с интегральными выиг-
рышами было динамически устойчи-
вым, необходимо, чтобы для каждого 
дележа ξ ∈ −( )C z T tv 0 0,  имело место 
представление

ξ β τ τ τ= ( ) ( )( )∫ h z d
t

T

0

;

,

где вектор-функция β(t) в каждый мо-
мент t t T∈ [ ]0,  удовлетворяет услови-
ям:
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S
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τ τ
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2
0 0

) . β τ τ τ τ τi i
t

t

i N
i

t

t

i N

h z d h z d( ) ( )( ) = ( )( )∫∑ ∫∑
∈ ∈

Доказательство теоремы аналогич-
но доказательству из работ Л. А. Петро-
сяна, Н. Н. Данилова и Д. В. Кузютина 
[9; 12].

Исследуем теперь динамическую 
устойчивость вектора Шепли.

Теорема 3
В рассматриваемой игре вектор Ше-

пли динамически устойчив.
Доказательство
Взяв βi(τ) равным

1
6

3 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

t a b a b

a b a b a b
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i i j j

l l k k ijl ijl
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+
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N N
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a b t
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2 2 2 2 2 2

2 2
0
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N N

i N i N

N N

i i

b b

a b
t t

a a bb

a b
t t a x b y

+

+
−( ) −

−
+

+
−( ) − − −

2 2 0

2 2 0 0 03 cc

a a bb a b h z

i

i N i N N N i






+( ) +( ) + ( )

/

/ ,4 2 2
0

получим, что

Φi i i
t

T

T t z h z d−( ) = ( ) ( )( )∫0 0

0

, .β τ τ τ

Теорема доказана
Обсуждение и заключение
В работе в явном виде найдены 

оптимальные стратегии и траектории 
движения игроков. В качестве прин-
ципов оптимальности рассмотрены 
С-ядро и вектор Шепли. Выбранные 
принципы оптимальности оказались 
динамически устойчивыми, и, следо-
вательно, у игроков нет оснований для 
завершения игры. Исследованная зада-
ча показала реализуемость идеи устой-
чивости рассматриваемых принципов 
оптимальности.

Попытки применить динамически 
неустойчивые принципы оптималь-
ности при решении практических за-
дач приводят, как правило, к грубым 
ошибкам, в результате которых «опти-
мальные» решения оказываются нере-
ализованными. Именно динамическая 
неустойчивость была причиной невы-
полнения многих долгосрочных проек-
тов и нарушения многосторонних дого-
воренностей.
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