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Введение. Рассматриваемая задача гашения поперечных колебаний продольно дви-
жущейся струны актуальна для производственных процессов, связанных с продоль-
ным движением материалов (например, бумажного полотна). Для данных процессов 
крайне нежелательными являются поперечные возмущения, которые в вертикаль-
ном сечении описываются гиперболическим уравнением продольно движущейся 
струны. Вследствие этого возникает задача гашения колебаний за конечное время.
Материалы и методы. Для решения задачи гашения колебаний в статье произво-
дится ее сведение к тригонометрической проблеме моментов на произвольном вре-
менном отрезке. При рассмотрении движущихся материалов построение базисных 
систем, образующих проблему моментов, является отдельной задачей, поскольку 
гиперболическое уравнение содержит смешанную производную (кориолисово уско-
рение). По этой причине в данном случае неприменим классический метод разде-
ления переменных. Вместо него был использован новый метод нахождения авто-
модельных решений нестационарных уравнений, что позволяет найти базисные 
системы в явном виде.
Результаты исследования. В случае с бумажным полотном находится минималь-
ный во всем классе допустимых возмущений временной отрезок, на котором обра-
зующая проблему моментов тригонометрическая система является базисом Рисса. 
Это позволяет с использованием сопряженной ей системы найти соответствующее 
минимальному времени гашения колебаний оптимальное управление (в виде ряда) 
и, таким образом, построить т. н. оптимальный демпфер.
Обсуждение и заключение. В результате исследования было построено обобщенное 
решение задачи гашения поперечных колебаний. Получено точное время гашения, 
а именно такое время T0, при котором полная энергия системы равна нулю. Найдено 
оптимальное управление в виде ряда Фурье.
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Introduction. The problem under consideration is relevant to production processes associ-
ated with the longitudinal movement of materials, for example, for producing paper webs. 
For these processes transverse disturbances, which in the vertical section are described by 
the hyperbolic equation of a longitudinally moving string, are extremely undesirable. That 
gives the problem of damping these oscillations within a finite time.
Materials and Methods. To solve the problem of damping the oscillations, the authors sug-
gest reducing it to the trigonometric problem of the moments at an arbitrary time interval. 
When considering moving materials, the construction of the basis systems forming the 
moment problem is a special challenge, since the hyperbolic equation contains a mixed 
derivative (Coriolis acceleration). Therefore, the classical method of separating variables 
is not applicable in this case. Instead, a new method is used to find self-similar solutions 
of non-stationary equations, which makes it possible to find the basis systems explicitly.
Results. In the case of paper web, it is necessary to find a minimal in the whole class of 
admissible perturbations time interval, within which the trigonometric system forming 
the problem of moments is the Riesz basis, that make it possible through using the system 
conjugate with it to find the optimal control  way in the form of a series  and, therefore,  to 
build a so-called optimal damper.
Conclusions. As a result of the study, a generalized solution of the problem of transverse 
oscillations is constructed. For the problem of damping oscillations, the exact damping 
time is obtained, namely, a time T0 at which the total energy of the system is zero. Opti-
mum control is found in the form of a Fourier series.
Keywords: damping oscillations, hyperbolic equation, Coriolis acceleration, trigonometric 
moment problem, Riesz base
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Введение
Особенностью задач гашения ко-

лебаний гиперболических систем яв-
ляется то, что в них оптимальный ре-
жим зависит не только от времени, но 
и от пространственных переменных. 
Поэтому для нахождения минималь-
ного времени гашения колебаний и со-
ответствующего ему оптимального 
уравнения используется метод сведе-
ния этой задачи к т. н. тригонометри-
ческой проблеме моментов. Наиболее 
значимой работой в этом направлении 
является статья Дж. Лагнеса [1], где, 

в частности, исследована возможность 
гашения колебаний закрепленной 
струны:
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где начальные данные h0(x) и h1(x) – на-
чальные возмущения, g(x, t) – функция 
управления; при этом предполагается, 
что потенциал q(x) – непрерывная не- 
отрицательная функция на отрезке 
[0,  l]. Решение смешанной задачи рас-
смотрено как обобщенное [2], для кото-
рого определен интеграл энергии:

E t w x t a w x t q x w x t dx
l

t x( )= ( )+ ( )+ ( ) ( )( )



∫

0

2 2 2 2
, , , , 

(4)

который при g x t,( ) ≡ 0  не зависит от 
t и равен значению E(0). Задача управ-
ления системой (1)‒(3) заключается 
в возможности ее перевода из началь-
ного состояния (2) в произвольное: 

w h x w h x x l
t T t t T= =

= ( ) = ( ) ∈[ ]0 1
0 , , , ,  (5)

где h h l h h L l T0 0 2
1

1 1 20 0 0� ��∈ ( ) ∈ ( ) > , , , , �è
за счет выбора управляющей функ-
ции g x t L, .( )∈ 2  Вслед за Ж. Лионсом 
[3] ученые называют такую ситуацию 
строгой управляемостью.

Задача гашения колебаний заключа-
ется в нахождении минимального значе-
ния T0 > 0, при котором для любых началь-
ных возмущений h l h L l

0 2

1

1 2
0 0∈ ( ) ∈ ( ) , , ,  

найдется управляющая функция 
g x t L x l t T
0 2 0

0 0, , �( )∈ ≤ ≤ ≤ ≤( ) (опре-
деляющая оптимальный режим) та-
кая, что

E T
0

0( ) = ,                     (6)
или, другими словами, при 
g x t g x t, ,( ) = ( )0

 решение задачи (1)–(3) 
при T T= 0 принимает вид:

w w
t T t t= =

= =
0

0 0
0

, .              (7)

Из закона сохранения энергии (4) сле-
дует, что решение граничной задачи при 
(1), (3) и g(x, t) = 0 представляет собой т. н. 
«стоячие волны», которые можно найти 
методом разделения переменных, или ме-
тодом Фурье. Они представляются в виде:

z x t A t B t v xn n n n n n, ( cos sin ) ,( ) = + ( )ω ω  (8)

где vn(x) (решения соответствующей 
спектральной задачи)

− ( ) + ( ) ( ) = ( ) < <′′v x q x v x v x xλ , ,0 1

v v l0 0( ) = ( ) =               (9)

образуют ортонормированный базис 
в L l

2
0,( )  и являются собственными 

функциями задачи (9), отвечающими 
собственным значениям λn ,� n = …1 2, , . 
При этом 0

1 2
< < <…< <…λ λ λn � обра-

зуют монотонно возрастающую после-
довательность, и для них справедливо 
асимптотическое разложение:

ω λ
π
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l
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Выполнение условий (7) для постро-
енной методом разделения переменных 
смешанной задачи (1)–(3) приводит к си-
стеме интегральных уравнений Фред-
гольма первого рода:

0
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1 2
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u t tdt
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∫
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, ,

ω β

ω α ω
 (11)

которую принято называть тригономе-
трической проблемой моментов. Здесь 
α βn n nu t, , ( ) ‒ коэффициенты разложе-
ния функций h x h x è g x t0 1( ) ( ) ( ), , � по 
ортонормированному базису v xn ( ){ }.

Таким образом, решение задачи га-
шения колебаний сведено к нахожде-
нию минимального значения времени 
T0 разрешимости бесконечной систе-
мы (11), т. е. существования решения 
u t u tn1

0 0( ) … ( )( )
, , � этой системы в про-

странстве L T
2
0, ,�( )  для которого спра-

ведлива оценка:
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Заметим, что из (10) вытекает су-
ществование предела

lim
n N

n

n l
→

=
ω απ

.              (13)

Поэтому, согласно результатам, по-
лученным Н. Левинсоном [4], при

l T
απ απ

= 0 , т. е. при T l
0

2
=
α

     (14)

система cos , sinω ωn nt t{ }  образует ба-
зис Рисса в L T

2 0
0, .�( )  Следовательно, 

для нее существует биортогональная 
система в L T

2 0
0, ,�( )  что позволяет уста-

новить существование единственного 
решения { }�u tn

0( ) ( )  системы (11), а также 
найти оптимальное управление g x t

0
, �( ) 

в виде ряда

g x t u t x
n

n n0

1

, .( ) = ( ) ( )
=

∞

∑ ν         (15)

Отметим, что результаты, получен-
ные Дж. Лагнесом [1], имеют важное 
значение, поскольку из них вытекает 
гарантированное время гашения коле-
баний. Показано, что управляющую 
функцию можно использовать и в лю-
бой подобласти [c, d] отрезка [0, l], 
который на практике может иметь до-
статочно большую длину l. Однако 
приближенное оптимальное управле-
ние построить весьма затруднительно, 
т. к. приходится решать бесконечную 
систему интегральных уравнений для 
сопряженных функций и суммировать 
бесконечный ряд (15) в ситуации, когда 
его оценка стремится к бесконечности 
для d c−( )→ 0.

Поэтому все дальнейшие работы 
для (приближенного) решения задачи 
гашения колебаний, обзор которых бу-
дет сделан ниже, основаны на сущест-
венном сужении класса управляющих 
функций, причем в них рассматрива-
ются не только струны, но и мембраны, 
балки и пластины.

Целью работы является решение 
задачи гашения поперечных колебаний 

продольно движущейся струны, возни-
кающей в производстве бумажного по-
лотна. Исследования поперечных коле-
баний продольно движущейся струны 
начались около 60 лет назад [2; 5–6]). 
Была предложена следующая модель 
поперечных колебаний w x t,( ), связан-
ных с движением бумажного полотна 
(см. рисунок) [7]. 

Р и с у н о к. Форма движущегося бумажного 
полотна

F i g u r e. Shape of moving paper web

Здесь v0 − �  вектор продольной скоро-
сти, T0

���
 − вектор продольной силы на 

единицу длины, m − масса единицы 
длины:
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Поэтому, приняв c T
m

= 0 , можно
привести данное уравнение к виду:

d w
dt

v w
x t

v c d w
dx

x l t
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2 0

2

0

2 2

2

2
2 0

0 0

+
∂
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+ −( ) =
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При этом заданы граничные усло-
вия

w t w l t t0 0 0, , ,( ) = ( ) = >     (17)

и начальные возмущения:

w x h x w x h x

x l
t, , , ,�

; .

0 0

0

0 1( ) = ( ) ( ) = ( )
∈[ ]  (18)
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Для решения смешанной задачи 
справедлив аналогичный случаю за-
крепленной струны закон сохранения 
энергии:

E t w x t c v w x t dx E

h x c v

l

t x

l

( ) = ( ) + −( ) ( ) ≡ ( ) =

= ( ) + −
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2 2
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2 2

0

1

2 2

0[ , , ]

00

2

0

2
19( ) ( )



( ) . ( )

'h x dx

Таким образом, кориолисово уско-
рение 2

0
v wxt  не вносит вклад в энергию 

системы, и в ней должно существовать 
решение в виде стоячих волн. Но из-за 
наличия члена 2

0
v wxt  их невозможно 

найти традиционным методом разделе-
ния переменных.

Тем не менее, данные функции най-
дены с использованием специальных 
функций и образуют систему решений 
v x t ik

cl
v c t v x kk , exp , , ,( ) = ± −  −








= …
π

0

2 2

0
1 2

В работах Л. А. Муравья и Б. Т. Би-
лалова1–2 [8] при естественном пред-
положении v c0 <  показано, что сис-
тема v xk , 0( ){ } образует базис Рисса 
в L l l

2
−( ), . Это позволяет построить 

обобщенное решение смешанной зада-
чи (16)‒(18) с управляющей функцией 
g x t L x l t T, ( , )( )∈ < < < <

2
0 0 ).

Доказано, что при T lc
c v0 2

0

2
=

−( )π
�

тригонометрическая проблема мо-
ментов, вытекающая из условия 
E T

0
0( ) = , имеет единственное реше-

ние: u t u tk1

° °( ) … ( ) …{ }, , ,  в L T
2 0
0,[ ] .

Исследованы различные классы 
управляющих функций для постро-
ения приближенного решения, кото-
рые позволяют установить необхо-
димые условия оптимальности или 
получить численное решение задачи 
гашения колебаний, используя мето-

ды условий оптимизации градиент-
ного спуска.

Обзор литературы
Как уже было отмечено, исследо-

вания, посвященные гашению колеба-
ний упругих систем, различаются как 
управляемыми объектами, так и клас-
сами управляющих функций, часто на-
зываемыми демпферами.

Начнем обзор с работ, посвящен-
ных задаче гашения колебаний струны. 
В 1978 г. Дж. Расселл [4] предложил 
использовать только одну управляю-
щую функцию (т. н. распределенный 
демпфер):

g x t u t f x x l t, , , ,( ) = ( ) ( ) ≤ ≤ >0 0  (20)

где f(x) − некоторая заданная функ-
ция. Тогда проблему моментов (11) при 
q x( ) =( )0  можно записать в виде:

0

1 2

T i ant
l

n ne u t dt i an
l

n

∫ ( ) = − +

= …

π

β
π

α ,

, , ,  (21)

где

f
l
f x an

l
dxn = ( )∫

2

0

π π
sin � 

должны быть ≠ 0.                        (22)

Видно, что при T l
a0

2
=  система экс-

понент e t
i a n
l
π







 образует ортогональ-

ный базис в комплексном простран-
стве L T

2 0
0,( ), и функция оптимально-

го управления u t0 ( )  представляется 
в виде: 

1 Muravey L. A. On the suppression on membrane oscillations // Dynamical problems of rigid-elastic 
system : summaries of IUTAM Symposium. Moscow, 1990. P. 50–51.

2 Билалов Б. Т., Муравей Л. А. О гашении колебаний больших механических систем //  
Интеллектуальные системы : тр. 2-го междунар. симпоз. «Интелс-96». М. : РУДН, 1996. С. 246–254.
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n n
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( ) =
− +




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

=

∞ −

∑
π β π α

. (23)

Заметим, что, если f x L l( )∈ ( )2
0, , 

то в силу равенства Парсеваля fn → 0, 
n→∞. Значит, ряд (23) не сходится  
в L T

2 0
0,( ), и, таким образом, оптималь-

ное решение w x t,( ) задачи (1)–(9) при 
fn → 0, n→∞ не принадлежит энерге-
тическому пространству (для него не 
определен интеграл энергии). 

Если принять fn = 1, то получим, 
что:

f x
l

nx
l

x
n

( ) = = ( )
=

∞

∑2
1

sin ,
π

δ  (24)

где δ x( ) −  дельта функции Дирака. Да-
лее приходим к исследованию пробле-
мы моментов для управлений вида:

g x t u t x x x l, , ,( ) = ( ) −( ) ∈( )δ
0 0

0   (25)

(т. н. неподвижные точечные демпфе-
ры). 

Исследованию проблемы момен-
тов для случая неподвижных точеч-
ных демпферов посвящен ряд работ 
А. Г. Бутковского [10]. Из них, в част-
ности, следует, что для f n

l
xn =







sin �

π
0

 

точки x k
nl

k n k n
0

1 2= = … <
π
, , , , ,  обра-

зуют множество точек неуправляе-
мости системы (1)−(3). В этом случае 
возникают решения соответствующей 
однородной системы в виде стоячих 
волн типа (8), энергия которых посто-
янна и отлична от нуля, причем мно-
жество точек неуправляемости плотно 
на всем отрезке [0, l]. Это затрудняет 
построение устойчивых алгоритмов 
численного (приближенного) решения 
задачи гашения колебаний в точках 
управляемости системы. При этом при-

надлежность оптимального уравнения 
u0(t) пространству L2(0, T0) требует зна-
чительной гладкости начальных возму-
щений h0(x) и h1(x).

Основными в работах авторов явля-
ются т. н. «точечные движущиеся дем-
пферы»3, а именно уравнения вида:

g x t u t x x s t, .( ) = ( ) − − ( )( )δ
0

   (26)

Здесь x l
0

0∈( ), ,� а s t t dt
t

( ) = ( )′ ′∫
0

ν ,�� где 

v(t) − функция ограниченной вариа-
ции на отрезке [0, T]. Таким образом, 
имеем две управляющие функции 
u t L T( )∈ ( )2

0, � и ν t V T( )∈ [ ]0, � (т. е. для 
любого разбиения 0

0 1
< < <…< =t t t Tn �� 

отрезка 0
1

1
, ).T t t const

j

n

j j[ ] ( ) − ( ) ≤
=

−∑ν ν  

Заметим, что введение точечных дви-
жущихся демпферов вполне естест-
венно, поскольку множество точек 
неуправляемости системы имеет лебе-
говскую меру нуль на [0, T], а значит, 
введение второй управляющей функ-
ции v(t) позволяет почти всем t T∈[ ]0, �
находиться в точках управляемости, 
и тем самым избежать появления неже-
лательных стоячих волн.

Проблема моментов для простей-
шего демпфера вида (26), а именно 

x0 0= � и s t bt t l
b

( ) = ≤ ≤, �0

и s t l
b

t l
b
t l
b

( ) = − ≤ ≤
2 2

, ,

где b = const > a, исследована Б. Т. Би-
лаловым и соавт.4 [7]. В частности, было 
показано, что возникающие в  случае 
простейшего демпфера тригонометри-
ческие системы

e ant
l

lnt
l

i

n

π π
sin















 =

∞

1

          (27)

3 Muravey L. A. On the suppression on membrane oscillations // Dynamical problems of rigid-elastic 
system : summaries of IUTAM Symposium. Moscow, 1990. P. 50–51.

4 Там же.
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образуют базис Рисса в L T
2
0, ,��( ) где 

T l
b

=
2
. Значит, время гашения колеба-

ний точечным движущимся демпфером 
меньше времени гашения колебаний, 
полученного Дж. Лагнесом.

Использование точечного движу-
щегося демпфера (26) при ограниче-
ниях a c x s t d b< ≤ + ( ) ≤ <0 �  позволило 
разработать эффективные численные 
методы гашения колебаний струн, кру-
глых и прямоугольных мембран [11–13], 
а  также балок и прямоугольных пла-
стин5 [14]. Более подробный обзор ре-
зультатов по этой теме содержится в мо-
нографии авторов статьи [15].

Ряд работ В. И. Ильина и В. М. Мо-
исеева [16–18] посвящен граничному 
уравнению колебаний струны.

Материалы и методы
Построение обобщенного решения 

задачи поперечных колебаний продоль-
но движущейся струны

Сначала рассмотрим уравнение 
(16) для всех x∈ −∞ +∞( ), � и t ≥ 0. При 
естественном ограничении c > v0 реше-
ние x t= ( )ϕ � уравнения характеристик 
для (16) имеет вид:

′ ′( ) − + − =ϕ ν ϕ ν2

0 0

2 2
2 0c ,      (28)

откуда следует, что ′( ) = ±ϕ t v c0 , и ха-
рактеристики уравнения (16) имеют 
вид:

ξ η= − + = + −( )x v c t x c v t( ) , .
0 0   (29)

Общее решение уравнения (1) име-
ет вид:

w x t f x c t g x c v t, ,( ) = − +( )( ) + + −( )( )ν
0 0  

(30)

где f, g – произвольные функции из 
C x tx t, , .�
2
0 0< < +∞ ≥( )

Следует отметить, что представле-
ние (30) позволяет решить задачу Коши 
и особенно эффективно при численных 
решениях смешанной задачи (1)−(3) 
методом характеристик.

Для решения w(x, t) смешанной за-
дачи (16)−(18) обычным приемом [13] 
устанавливается закон сохранения 
энергии:

E t w x t c v w x t dx E
l

t x( ) = ( )+ −( ) ( ) ≡ ( ) =∫
0

0

2 2

0

2

0

2
0[ , , ]

= ( ) + −( ) ( )



∫

0

1

2 2

0

2

0

2

l

h x c v h x dx( ) ,
'    (31)

поэтому естественно искать решения 
смешанной задачи из соответствующе-
го энергетического пространства [13]. 
При этом для вывода проблемы момен-
тов требуется найти его решение в виде 
ряда стоячих волн. Заметим, что иссле-
дованию стоячих волн задачи (1)–(2) 
посвящено достаточно большое коли-
чество работ, в частности, Н. В. Бани-
чука и соавт. [7]. Кроме того, целый ряд 
исследований (например, [19]) посвя-
щен изучению стоячих волн прибли-
женного уравнения (16).

Для вывода проблемы моментов 
необходимо найти такую систему сто-
ячих волн v x t kk , , , , ,( ) = …1 2  чтобы си-
стема v xk k,0

1
( ){ } =

∞  была базисом Рисса 
в L l l

2
−( ), . Для этого сначала нужно 

найти комплексные решения задачи 
(16)–(17):

v x t i v c t v x x, exp sin .( ) = ± −( ) −{ } ( )α β γ α
0

2 2

0  
(32)

Непосредственно проверяется, что 
уравнение (16) выполняется при α > 0 
и γ β= =

1
c

, а граничные условия (2) – 

при a a k
l
kk= = = …

π
, , ,1 2

5 Atamuratov A. Zh., Mikhailov I. E., Muravey L. A. Damping of oscillations of a rectangular 
membrane by using multiple point dampers // VII International Conference on Optimization Methods and 
Applications «Optimization and Applications» (OPTIMA-2016) : proceedings. M. : Dorodnicyn Comput-
ing Centre, FRC CSC RAS, 2016. 163 p.
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Таким образом, мы получим систе-
му функций

γ β= =
1
c

,                 (33)

задающих все решения задачи (10), 
(15). Из (33) при t = 0 выведем систему

v x e k x
l

kk

i v
c
k x
l( ) = 






 = …

± 







0

1 2

π π
sin , , , , (34)

которая исследована в работах Б. Т. Би-
лалова и Л. А. Муравья6 [8]. Отсюда, 
в частности, следует, что при v c0 < � эта 
система в виде

y x z x

k v
lc
x k x

l
k v
lc
x

k k( ) ( ){ }=

= 















,

cos sin ,sin sin
π π π

0 0
kk x
l
π






 

(35)

образует базис Рисса в пространстве 
L l l
2
−( ), .
Следовательно, решение w0(x, t) 

смешанной задачи (16)–(18) из энерге-
тического пространства определяется 
единственным образом в виде ряда

w x t y x
k c v

lc
t

clz x

k
k k

k
k

0

1

2

0

2

, cos( ) = ( )
−( )










+








+
(

=

∞

∑ α
π

β
))

−( )
−( ) 



k c v

k c v
lc

t
π

π
2

0

2

2

0

2

36sin , ( )

где αk − коэффициенты Фурье продол-
женной нечетным образом на [−l,  0] 
функции h x l

0 2

1
0( )∈ ( ) , ; βk – коэффици-

енты Фурье продолженной четным обра-
зом на (−l, 0) функции h x L l

1 2
0( )∈ ( ),  по 

системе [y x z xk k( ) ( ), ], биортогональной 
рассматриваемой системе ζ ηk kx x( ) ( ){ }, . 
При этом справедливы оценки

k
k L l

k
k L l

k

consth x

consth x

=

∞

( )

=

∞

( )

=

∑

∑

≤ ( )

≤ ( )

1

2

0 0

2

1

2

1 0

2

2

2

α

β

,

,

,

,

11

2 2

0

2

2

∞

−( )∑ ≤ ( )αk L l l
k consth x'

,
.     (37)

Теперь введем функцию 
управления g x t L ÏÒ,( )∈ ( )2 , где 
Ï x l t TT = ≤ ≤ ≤ ≤{ }0 0, ;� представим 
решение смешанной задачи для урав-
нения:

w v w v c w g x t

x l t T
tt tx xx+ + −( ) ( )

< < < <

=2

0 0

0 0

2 2
, ,

,  (38)

с граничными условиями (17) и началь-
ными условиями (18) в виде w w wg= +0 ,  
где

w x t x t dwg

t

, , ,( ) = −( )∫
0

 τ τ τ,    (39)

где w x t, ,−( )τ τ  является решением 
смешанной задачи при начальных 
условиях

 w w g xt t| , | , .= == = ( )τ τ τ0       (40)

Таким образом,

w x t
z x cl

k c v

u
k c v

lc
t

g
k

k

t

k

,( ) = ( )
−( )

⋅

⋅ ( )
−( )

−

=

∞

∑

∫

1
2

0

2

0

2

0

2

π

τ
π

τsin (( )











dτ ,  (41)

где uk – коэффициенты разложения 
функции g(x, t), продолженной четно по 
x на отрезок [−l, 0], по системе {zk(x)}.

6 Билалов Б. Т., Муравей Л. А. О гашении колебаний больших механических систем // Труды 
II Международного симпозиума «Интеллектуальные системы» INTELS '96. СПб., 1996. С. 246–254.
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Результаты исследования
Решение задачи гашения попереч-

ных колебаний продольно движущей-
ся струны заключается в нахождении 
такого минимального значения вре-
мени t  =  T0, при котором для любых 
допустимых начальных возмущений 
h x l h x L l
0 0

1

1 2
0 0( )∈ ( ) ( )∈ ( ) , , ,  найдет-

ся такое оптимальное управление 
g x t L x l t T
0 2 0

0 0, , ,( )∈ ≤ ≤ ≤ ≤( )  что в мо- 
мент времени t  =  T0 для решения 
w x t w x t w x tg, , ,( ) = ( ) + ( )0

 смешанной 
задачи выполняются равенства 

w x T w x T x lt, , , , , ,
0 0

0 0 0( ) = ( ) = ∈[ ]  (42)

т. е. энергия системы в момент времени 
t = T0 обращается в 0. Из представле-
ний (36), (41) с помощью стандартных 
преобразований находим следующую 
систему интегральных уравнений пер-
вого рода:

0

2

0

2

0

2

0

2

T

k k

T

k

u t
k c v

lc
t dt

u t
k c v

∫

∫

( )
−( )











= −

( )
−

cos ,

sin

π
β

π (( )











=
−( )














= …

lc
t dt

k c v
lc

k

kα
π 2

0

2

1 2 43

,

, , , ( ) 

называемую проблемой моментов от-
носительно тригонометрической сис-
темы

cos , sin
k c v

lc
t

k c v
lc

t
π π2

0

2 2

0

2−( )











−( )























= …

,�

, , ( )k 0 1 44

на отрезке [0, T]. Приняв ω
π

k

k c v
lc

=
−( )2

0

2

, 
получим, что

lim
k

k

k lc
c v→∞

=
−( )ω π 2

0

2

.           (45)

Таким образом, из результатов 
Н. Левинсона [4] следует, что система 
(44) при lc

c v
T

π π2

0

2

0

2−( )
= , т. е. при

T lc
c v0 2

0

2

2
=

−( )
,               (46)

образует базис Рисса на отрезке [0, T0]. 
Следовательно, для нее в L2(0,  T0) су-
ществует биортогональная система 
{ , }ϕ ψk kt t( ) ( ) . А значит, существует 
решение проблемы моментов:

u t t t

t T k
k k k k k k
0

0
0 1 2

( ) = ( ) − ( )
∈[ ] = …

β ϕ α ω ψ ,

, , , ,   (47)

Таким образом, вызываемые началь-
ными возмущениями h0(x) и h1(x)  коле-
бания w(x, t) можно погасить за мини-
мальное время T0, не зависящее от h0(x) 
и h1(x), для всех допустимых возмуще-
ний. При этом оптимальное управление 
g0(x,  t) представляется в виде сходяще-
гося в L ÏT2 0

( )  ряда

g x t u t z x
k

k k0

1

0
,( ) = ( ) ( )

=

∞

∑        (48)

и удовлетворяет оценке 

g x t const h x h x
L T L l L l0

2

0 0

2

1 0

2

2 0 2 2

, ( .
'

, ,
( ) ≤ ( ) + ( )( )( ) ( ) ( )

 

(49)

Следует отметить, что найденное 
T0 должно удовлетворять неравенству 
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T0υ0  ≤  l, которое выполняется при до-
полнительном ограничении на υ0

υ
0

2 1≤ −( )c.              (50)

О классах управляющих функций
Заметим, что в случае υ0 = 0 время 

гашения колебаний совпадает со вре-
менем гашения колебаний закреплен-
ной струны, установленным Дж.  Лаг-
несом [1]. Исследователь показал, 
что за это же время можно погасить 
колебания струны, если управление 
g(x,t) сосредоточено на произволь-
ном отрезке γ δ, ,[ ] ⊂ [ ]0 l , т. е. при 
g x t L x t T, , ,( ) ∈ ≤ ≤ ≤ ≤








∧

2 00γ δ  где 

T l
c

∧

=0
2 . Аналогичный результат спра-

ведлив и в рассматриваемом случае. 
Действительно, если g x t L ÏT,( )∈ ( )2   
и  sup g x tx , ,( )∈[ ]γ δ , то вместо пробле-
мы моментов (43) получим проблему 
моментов

0

0

0

0

0

0

T

n n

T

n n n

g x t tdxdt

g x t tdxdt a

∫∫

∫∫

( ) =−

( ) =

γ

δ

γ

δ
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ω ω

, ,

,

cos

sin ,,

, ,













= …n 1 2  (51)

В этом случае искомое решение 
g0(x,t) системы (51) имеет вид:

g x t A a y x t B z x

x
n

n n n n n n n n

a

0

1

2 2

52

,

, (
,

( ) = ( ) ( ) − ( )( ) ⋅
⋅ ( )

=

∞

[ ]

∑ ω ψ β

χ β ))
 

где χ γ δ,�[ ] ( )x  – характеристическая функ-
ция отрезка γ δ,� ,[ ]

A y x dx B z x dx

n

n n n n
2 2

1

2 2

1

1 2

= ( )








 = ( )











=

∫ ∫
− −

γ

δ

γ

δ

, ,

, ,…… ( )53  

При этом infA constn
2 ≥ −( )δ γ  и, ана-

логично,

infB constn
2 ≥ −( )δ γ           (54).

Следовательно, построенное опти-
мальное управление g0(x, t) удовлетво-
ряет оценке 

g x t const h x h x
L L l L l0

2

0 0

2

1 0

2

2 2 2

, .
'

, ,
( ) ≤

−
( ) + ( )( )( ) ( )δ γ  

(55)

В данной статье будем предпола-
гать, что управляющая функция g(x, t) 
имеет вид:

g x t u t x
k

K

k k, ,�( ) = ( ) ( )
=
∑
1

χ        (56)

где 0 1< <…< <x x lk ,� а χk x( ) – харак-
теристическая функция на отрезке 
x xk k− +[ ]ε ε,� , при этом ɛ > 0 достаточ-

но мало, так что все указанные отрезки 
не пересекаются и принадлежат отрез-
ку [0, l]. Дополнительная информация 
представлена в работах А. Макмудова 
и Л. А. Муравья7 [20].

Введем минимизируемый функцио-
нал:

J t E t g x t dx

w x t c v w x t d

l

l

t x

( ) = ( ) + ( ) =

= ( ) + −( ) ( )





∫

∫

λ
0

2

0

2 2

0

2 2

,

, , xx

u t
k

K

k

+

+ ( )
=
∑2
1

2λε .  (57)

Примем 2λ µ =  и будем считать 
функции u tk ( )  кусочно-постоянными:

uk(t) = ukp, при tp−1< t <tp, p = 1, 2,..., P. (58)

Здесь P может принимать значения 
от 1 до N, где N – число шагов по вре-

7 Makmudov A., Muravey L. The problem of string vibrations damping // 1st International Confer-
ence on Nonlinear Analysis and Nonlinear Modeling : proceedings. Fethiey, 2001. Р. 174–182.
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мени, используемых при численном ре-
шении задачи.

Таким образом, функционал J ста-
новится функцией значений ukp, и для 
применения градиентного метода тре-
буется значение всех частных произ-
водных ∂

∂
= =

J
u

k K p P
xp

, , , , .�1 1

Обсуждение и заключение
В статье получено обобщенное ре-

шение уравнения движения бумажного 
полотна; с помощью стандартного при-
ема установлен закон сохранения энер-
гии колебаний. Показано, что возника-
ющая система собственных функций 

cos sin ,sin sin
k v
lc

x k x
l

k v
lc

x k x
l

π π π π
0 0






















  

образует базис Рисса в соответствую-
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