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при постоянно действующих возмущениях 
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систем дифференциальных уравнений
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Введение. В процессе математического моделирования динамических процессов не 
удается учесть все действующие в них силы. Чтобы математическая модель наи-
более точно описывала динамические процессы, в них включают слагаемые, соот-
ветствующие постоянно действующим возмущениям. Подобные меры необходимы, 
например, при решении прикладных задач. В данной статье рассматривается слу-
чай, когда система допускает «частичное» положение равновесия. Целью работы 
является доказательство теоремы об устойчивости «частичного» положения равно-
весия при постоянно действующих возмущениях, малых в каждый момент времени.
Материалы и методы. Объектами исследования являются нелинейные системы 
дифференциальных уравнений, допускающие «частичное» положение равновесия. 
Теоремы об устойчивости при постоянно действующих возмущениях «частичного» 
положения равновесия, малых в каждый момент времени, доказываются с исполь-
зованием второго метода Ляпунова.
Результаты исследования. С введением устойчивости относительно части перемен-
ных появилась потребность введения устойчивости при постоянно действующих 
возмущениях относительно части фазовых переменных. Первые теоремы об устой-
чивости при постоянно действующих возмущениях относительно части фазовых 
переменных были получены А. С. Озиранером. Следует отметить, что в настоящее 
время не сформулировано теорем об устойчивости при постоянно действующих 
возмущениях «частичного» положения равновесия, что свидетельствует об актуаль-
ности данной статьи.
Обсуждение и заключения. Доказанная в работе теорема 3 является развитием мате-
матической теории устойчивости. Полученные результаты применимы в механике 
управляемого движения.
Ключевые слова: постоянно действующее возмущение, устойчивость при постоян-
но действующих возмущениях, «частичное» положение равновесия, дифференци-
альное уравнение, нелинейная система
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Introduction. It is not possible to take into account all the forces in the process of mathe-
matical modeling of dynamic processes. In order for the mathematical model to describe 
the most accurate dynamic processes, it includes terms that correspond the constantly 
acting disturbances. Similar problems arise in applied tasks. In this paper we consider the 
case when the system allows a “partial” equilibrium position. The aim of this work is to 
prove the stability theorem of the “partial” equilibrium position at constant perturbations, 
small at each time.
Materials and Methods. The objects of research are nonlinear systems of differential 
equations that allow “partial” equilibrium position. Using the second Lyapunov method, 
stability theorems are proved for the constant perturbations of the “partial” equilibrium 
position, which are small at each time. 
Results. With the introduction of stability with respect to a part of the variables, the need 
for stability with constant perturbations with respect to a part of the phase variables ap-
peared. The first theorem on the stability under constantly acting perturbations on the 
part of the phase variables was obtained by A. S. Oziraner. In this work, we prove a theo-
rem on the stability of the constantly acting perturbations of the “partial” equilibrium 
position, small at each time. It should be noted that there is no stability theorems under 
constant perturbations of the “partial” equilibrium position. Thus, the proved theorem in 
this work is of a pioneer nature.
Conclusions. The theorem 3 proved in the work is the development of the mathematical 
theory of stability. The results of this work are applicable in the mechanics of controlled 
motion, nonlinear system.
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Введение
Во многих прикладных задачах 

присутствуют постоянно действую-
щие возмущения. При этом часто из-
вестны только их наибольшее и  на-
именьшее значения. Отметим, что  
задача об устойчивости при посто-
янно действующих возмущениях яв-
ляется классической задачей общей 
теории устойчивости. Ee решением 
занимались многие ученые (Г. Н. Ду-
бошин [1], И. Г. Малкин [2], В. И. Зу-

бов1, Н. Н. Красовский [3], А. А. Ти-
хонов [4], С. И. Горшин [5], А. Стра-
усс и А.  Дж.  Йорк [6], К. Кордуняну 
[7] и др.). Во всех указанных работах 
используются методы теории устойчи-
вости Ляпунова.

В данной работе продолжаются 
исследования устойчивости при пос-
тоянно действующих возмущениях. 
В отличие от ранее рассматриваемых 
систем дифференциальных уравнений, 
нами изучаются системы дифференци-

1 Зубов В. И. Математические методы исследования систем автоматического регулирования. – 
2-е изд. Л. : Машиностроение, 1974. 336 с. 

https://www.twirpx.com/file/890721
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альных уравнений, допускающих «ча-
стичное» положение равновесия (см., 
например, работы [8–9]). Известно, 
что в настоящее время не сформулиро- 
вано теорем об устойчивости «частич-
ного» положения равновесия при пос-
тоянно действующих возмущениях, 
что свидетельствует об актуальности 
данной статьи.

Обзор литературы
Задача об устойчивости при пос-

тоянно действующих возмущениях 
является классической задачей теории 
устойчивости2–3.

В настоящей статье исследуется во-
прос устойчивости «частичного» поло-
жения равновесия нелинейных систем, 
доказывается теорема об устойчивости 
при постоянно действующих возмуще-
ниях, малых в каждый момент времени. 

Достаточно полный обзор устойчи-
вости при постоянно действующих воз-
мущениях относительно всех фазовых 
переменных содержится в моногра-
фии4, а также, кроме отмеченных, в ра-
ботах Р. Габасова [10], В. Е. Гермаидзе 
и Н. Н. Красовского [11], С. И. Горши-
на [12]. С введением устойчивости от-
носительно части фазовых переменных 
появилась потребность в  определении 
устойчивости при постоянно действу-
ющих возмущениях и доказательства 
соответствующих теорем. Первые те-
оремы об устойчивости при постоян-
но действующих возмущениях отно-
сительно части фазовых переменных 
были доказаны А. С. Озиранером5. 

Следует отдельно упомянуть рабо-
ту А. Я. Савченко [13], в которой до-

казана теорема об устойчивости при 
постоянно действующих возмущениях 
в предположении, что исходная систе-
ма устойчива. 

Материалы и методы
Для получения новых результатов 

по рассматриваемой тематике были 
использованы известные результаты 
теорем об устойчивости положения 
равновесия нелинейных систем при 
постоянно действующих возмущениях 
И. Г. Малкина6 и В. И. Зубова7. Следует 
отметить, что достаточно полный об-
зор по указанной тематике содержится 
в книге А. А. Мартынюка8.

Результаты исследования
С целью получения новых резуль-

татов приведем известную теорему об 
устойчивости положения равновесия 
нелинейной системы дифференциаль-
ных уравнений при постоянно действу-
ющих возмущениях.

Для этого рассмотрим нелинейную 
систему дифференциальных уравнений:

dx
dt

f t x f t= ( ) ( ) ≡, , , ,0 0       (1)

где 
x R f t x f t x f t xn

n
T

∈ ( ) = ( ) … ( )( ), , , , , .
1

Предположим, что правые части 
системы (1) определены в области 

Ω = ≥ ≥ ≤ < ={ }t x t t x H H const, : , ,
0
0 0 (2)

непрерывными по совокупности пере-
менных и допускают единственность 
решения задачи Коши при начальных 
данных из области (2). Здесь и далее: 

2 Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М. : Наука, 1966. 530 с. 
3 Зубов В. И. Математические методы исследования систем автоматического регулирования. – 

2-е изд. Л. : Машиностроение, 1974. 336 с.
4 Мартынюк А. А., Гутовски Р. Интегральные неравенства и устойчивость движения. Киев : 

Наукова думка, 1979. 270 с. 
5 Румянцев В. В., Озиранер А. С. Устойчивость и стабилизация движения по отношению 

к части переменных. М. : Наука, 1987. 256 с. 
6 Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М. : Наука, 1966. 530 с. 
7 Зубов В. И. Математические методы исследования систем автоматического регулирования. – 

2-е изд. Л. : Машиностроение, 1974. 336 с. 
8 Мартынюк А. А., Гутовски Р. Интегральные неравенства и устойчивость движения. Киев : 

Наукова думка, 1979. 270 с.

http://www.studmed.ru/malkin-ig-teoriya-ustoychivosti-dvizheniya_b7198bfa292.html
https://www.twirpx.com/file/890721
https://www.twirpx.com/file/23376
https://www.twirpx.com/file/23376
http://www.studmed.ru/malkin-ig-teoriya-ustoychivosti-dvizheniya_b7198bfa292.html
https://www.twirpx.com/file/890721
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норма вектора – евклидова, верхний 
индекс T означает транспонирование.

Кроме системы (1), будем рассма-
тривать также систему 
dx
dt

f t x R t x R t


 = ( ) + ( ) ( ) ≠, , , , ,0 0 (3)

где векторные функции R t x, ( ) явля-
ются постоянно действующими воз-
мущениями. Постоянно действующие 
возмущения будем считать заданными 
в области (2) и удовлетворяющими тем 
же условиям, что и f t x,( ).

При постоянно действующих воз-
мущениях R t x, ( ) точно неизвестны9. 
Как уже отмечено, R t, .0 0( ) ≠  Будем 
считать их достаточно малыми, т. е. 
R t x,( ) ≤ γ , где γ > 0 является достаточ-
но малой величиной.

Определение 1
Нулевое решение x = 0 системы (1) 

называется устойчивым при постоян-
но действующих возмущениях, если 
для произвольного ɛ  >  0, ɛ  < H суще-
ствуют числа γ > 0 и δ > 0 такие, что 
при R t x, ( ) ≤ γ  для любых начальных 
данных x0 < δ выполняется неравен-
ство x t t x, ,

0 0( ) < ε при t t≥ ≥0 0. Здесь 
 x t t x, ,

0 0( ) – произвольное решение си-
стемы (3), t x

0 0
, ( )∈Ω; величина ɛ  >  0 

может быть сколь угодно малой10.
Теорема 1
Пусть для системы (1) существу-

ет определенно-положительная функ-
ция V t x,( ), допускающая бесконечно 
малый высший предел, полная про-
изводная которой по времени t вдоль 
решений системы (1) есть определен-
но-отрицательная функция, и если 
в области (2) ∂

∂
≤

V
x

N , 0 < =N const, то 
нулевое решение системы (1) является 

устойчивым при постоянно действу-
ющих возмущениях, малых в каждый 
момент времени.

Данная теорема с доказательством 
содержится в монографиях И. Г. Мал-
кина и В. И. Зубова11–12.

Приведем далее определение устой-
чивости положения равновесия x = 0 си-
стемы (1) при постоянно действующих 
возмущениях относительно части фазо-
вых переменных.

Введем обозначение x y zT T T
= ( ), . 

Здесь y x xk
T= …( )1

, , , z x xk n
T= …( )+1, , .

Определение 2
Нулевое решение системы (1) x = 0 

y-устойчиво13 при постоянно действу-
ющих возмущениях, малых в каждый 
момент времени, если для любого 
ɛ > 0, ɛ < H существуют δ > 0 и γ > 0 
такие, что всякое решение  x t t x, ,

0 0( ) 
и x0 < δ системы (3) удовлетворяет 
неравенству  x t t x, ,

0 0( ) < ε при любом 
t t≥ 0 � и достаточно малом γ  >  0, где 
R t x, ( ) < γ .

В этом определении речь идет об 
устойчивости при постоянно дейст-
вующих возмущениях относительно 
переменных y yk1

,..., .
Теорема 2
Пусть для системы (1) существу-

ет функция V t x,( ), удовлетворяющая 
условиям14:

a y V t x b x( ) ≤ ( ) ≤ ( ), ,

dV t x
dt

c x,
,

( ) ≤ − ( )
( )1

где a(||y||), b(||x||) и c(||x||) – непрерывные 
положительные возрастающие функ-
ции, причем a y( ) →∞ при y →∞. 

9 Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М. : Наука, 1966. 530 с. 
10 Зубов В. И. Математические методы исследования систем автоматического регулирования. – 

2-е изд. Л. : Машиностроение, 1974. С. 176–177. 
11 Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М. : Наука, 1966. С. 302. 
12 Зубов В. И. Математические методы исследования систем автоматического регулирования. – 

2-е изд. Л. : Машиностроение, 1974. С. 176–177.
13 Румянцев В. В., Озиранер А. С. Устойчивость и стабилизация движения по отношению 

к части переменных. М. : Наука, 1987. С. 193. 
14 Там же. 

http://www.studmed.ru/malkin-ig-teoriya-ustoychivosti-dvizheniya_b7198bfa292.html
https://www.twirpx.com/file/890721
http://www.studmed.ru/malkin-ig-teoriya-ustoychivosti-dvizheniya_b7198bfa292.html
https://www.twirpx.com/file/890721
https://www.twirpx.com/file/23376
https://www.twirpx.com/file/23376
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Предположим далее, что систе-
ма (1) представима в виде

dy
dt

f t y= ( )1
, ,               (41)

dz
dt

f t y z= ( )2
, , ,             (42)

а система (3) в виде
dy
dt

f t y r t y z
� � � �= ( ) + ( )1 1

, , , ,        (51)

dz
dt

f t y z r t y z� � � � �= ( ) + ( )2 2
, , , , ,     (52)

Будем считать, что

f t r t z

r t y z const
1 1

1

0 0 0 0

0

, , , , ,

, , , .

( ) = ( ) ≠
( ) ≤ < = 

 γ γ

Введем обозначение

y y y

y y y y y y

T T T

l l k

= ( )
= …( ) = …( )

( ) ( )

( ) ( )
+

1 2

1

1

2

1

,

, , , .

,

Областью определения систем (41– 42; 
51–52) примем

Ω
1

1 2

0

1 2

0= ≥ ≥

≤ < ∞ < ∞

( ) ( )

( ) ( )

{ , , , : ,

, , }.

t y y z t t

y H y z
При этом также предполагается, 

что в области Ω1 правые части систем 
(41–42; 51–52) непрерывны и удовлетво-
ряют условиям единственности реше-
ний задач Коши.

Далее в системе (41–42) будем счи-
тать, что y  =  0 является «частичным» 
положением равновесия, т. е. 0T T Tz,( )  –  
«частичное» положение равновесия 
системы (41–42) с наблюдаемой (контр-
олируемой) частью начальных условий 
y t y t y tl

T1
0 1 0 0

( ) ( ) = ( ) … ( )( ), , . 
Докажем теорему об устойчивости 

при постоянно действующих возму-
щениях относительно части фазовых 
переменных y y yl

T1

1

( ) = …( ), ,  или, ко-
роче, об y(1)-устойчивости при постоян-

но действующих возмущениях, малых 
в каждый момент времени, с наблю-
даемой (контролируемой) частью на-
чальных условий фазовых переменных 
y t y t y tl

T1

0 1 0 0

( ) ( ) = ( ) … ( )( ), , .
Теорема 3
Предположим, что для системы 

(41–42) существует функция v t y, ,( )  
удовлетворяющая условиям:

a y v t y b y1 1( ) ( )( ) ≤ ( ) ≤ ( ), ,      (6)

dv t y
dt

c y
,

,
( )

≤ − ( )
( )

( )

4

1

1

        (7)

∂
∂

≤ < < ∞
v
y

N N, ,0            (8)

где a y 1( )( ), b y 1( )( ) и c y 1( )( ) – не-
прерывные положительные возраста-
ющие функции, причем a y 1( )( ) →∞ � 
при y 1( ) → ∞. Тогда нулевое решение 
систем (41–42) является y(1)-устойчивым 
при постоянно действующих возмуще-
ниях, малых в каждый момент време-
ни, с наблюдаемой частью начальных 
условий y y t y tl

T
0

1

1 0 0

( ) = ( ) … ( )( ), , .
Доказательство
Найдем полную производную от 

функции v(t, y) по времени t на решени-
ях системы (51). В результате получим: 

dv
dt

dv
dt

v
y
r t y z

5 4

1

1 1( ) ( )
= +

∂
∂ ( )







, , , .�� �  (9)

С учетом оценки (8) из равенства 
(9) получим дифференциальное нера-
венство

dv
dt

K N
5

2

1( )
≤ − + γ .

Выберем γ таким, чтобы выполня-
лось неравенство 

dv
dt

K K K K N
5

1 1 1

2

1

0

( )
≤ − > − +=, , γ  (10)

при y H y z1 2( ) ( )≤ < ∞ < ∞, ,  и доста-
точно малом γ > 0. Выберем также про-
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извольное положительное число ɛ  >  0, 
ɛ ≤ H. При этом допустим, что ɛ > 0 мо-
жет быть и достаточно малым. Возьмем 
далее произвольное решение  y t t y, ,

0 0( ) 
системы (51) с y0 < ( )δ ε . Здесь δ ε( ) > 0 
не зависит от t0, т. к. существуют неравен-
ства (6). Если функция v t y,  1( )( ) являет-
ся непрерывной и v t, ,0 0( ) =  то найдет-
ся δ ε( ) > 0 такое, что v t y a

0 0
, .( ) < ( )ε  

Покажем справедливость неравенст-
ва v t y t t y a, , , 

0 0( )( ) < ( )ε  при t t≥
0
. 

Допустим, что при t  =  t1 справедливо 
v t y t t y a, , , 0 0( )( ) = ( )ε . Однако тогда 
в силу (10) получим v t y t t y, , , , 0 0 0( )( ) <  
v t y t t y a1 1 0 0, , , ( )( ) = ( )ε , что противо-
речит условию (10). Таким образом, 
a y v t y t t y a  

1
0 0

( )( ) ≤ ( )( ) < ( ), , , .ε  В силу 
того, что функция a y 1( )( )  является не-
прерывной и возрастающей и, кроме 
того, a y 1( )( ) →∞ � при y 1( ) → ∞, то для 
нее существует обратная функция. Сле-
довательно, справедливо неравенство 
 y t t y1

0 0
( ) ( ) <, , ε при t ≥ t0 и достаточно 

малых δ ε( ) > 0  и γ > 0.
Доказательство завершено.
Примечание. Доказательство теоре-

мы 3 проведено по алгоритму доказа-
тельств теорем 1–2, т. е. по алгоритму 
доказательства теорем И. Г. Малкина, 

В. И. Зубова и А. С. Озиранера: 1) опре-

деляется область, в которой dv
dt 51

0

( )
<  

на решениях системы (3); 2) с учетом 
того, что функция v t y, 1( )( )  является 
определенно-положительной, допуска-
ет бесконечно малый высший предел, 
и, кроме того, dv

dt 51

0

( )
< , проверяет-

ся условие y t t y1
0 0

( ) ( ) <, , ε  при t  ≥  t0 
и достаточно малых δ ε( ) > 0  и γ > 0. 
Если условия 1) и 2) выполняются, то 
это и  означает y(1)-устойчивость «ча-
стичного» положения равновесия y = 0 
системы (41–42) при постоянно дейст-
вующих возмущениях, малых в каж-
дый момент времени.

Обсуждение и заключения. 
Полученные в данной работе резуль-

таты являются развитием теории устой-
чивости по части фазовых переменных. 
Достоинством результата является то, 
что доказанная теорема уникальна, по-
скольку теорем об устойчивости при 
постоянно действующих возмущениях 
«частичного» положения равновесия до 
сих пор не сформулировано. Доказатель-
ство теоремы было проведено по алго-
ритму доказательства теорем И. Г. Мал-
кина, В. И. Зубова и А. С. Озиранера.
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